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Аннотация. Рассматриваются локально выпуклые пространства целых функций нулевого порядка. 
Найдены два критерия разрешимости задачи простой свободной интерполяции в этом классе. В формули­
ровке первого критерия используется каноническое произведение, определяемое узлами интерполяции. В 
формулировке второго -  мера, которая определяется этими узлами. В предыдущих работах A.F. Леонтьева, 
Г.П. Лапина, K.G. Малютина, такие задачи рассматривались в классе целых функций ненулевого порядка.
Resume. We consider the locally convex space of entire functions of order zero. Two criteria of resolvability 
of problem of simple free interpolation in a class of the entire functions of zero order are received. In the formulation 
of the first criterion, the canonical product defined by interpolation knots is used. In the formulation of the second, 
the measure, which is defined by these knots, is used. In A.F. Leontyev, G.P. Lapin, K.G. Malyutin previous works 
such the problem was considered in a class of the entire functions of non-zero order.
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Пусть У ( - )  -  целая функция, m a x  \ f  )\. Через /?, °Я  обозначим
0<9<2л
класс целых функций порядок которых не превышает 0 , т.е. таких, что
ln + ln + M(f,r) ^
lim S U p ------------------—----- - < р .  (1)
l n r
Здесь, как обычно, b + = m a x {b ;o } .
В частности, через Е 0 обозначим класс целых функций нулевого порядка (/7 =  0 ). Введем 
следующее определение.
Последовательность функций {/"„(z)} из класса Е 0 сходится в смысле Е 0, если: (i) она
равномерно сходится на компактах, (И) для любого S  >  0  выполняется неравенство
\ f X z ^ <  е х Р[| -  П > \ z \ > r 0( e )  ( w > l ) ,
где /*0 (s  ) не зависит от 11 >  1 .
При подходящем С (б ')  , которое не зависит от п, при всех z
|/л00| < с (^)ехр[| - Г] (л ^ 0 - (2)
Класс Е 0 является линейным топологическим пространством с секвенциальной топологией.
Через С{_(Л,г') будем обозначать открытый, а через В(.С1, Г ) -  замкнутый круг радиуса Г 
с центром в точке Q . Пусть А =  \cin  ^ j -  множество различных комплексных чисел
( j 0 Лоо
)Ctп =  Гпв ” . По множеству А определим меру: П , ( (/ )  =  2 ja 1 . Если это не будет вызы­
вать недоразумений, то индекс А будем опускать. Множество корней произвольной функции /  
будем обозначать через Ау.  Обозначим через nf - n Af , nf  a(r)  -  nf (C(d, г)),
ПА,а(г) =  п А ( С ( а , г ) ) .  В частности, положим п Л г ) =  n f , o i r ) ’ п л ( г ) =  п аЛ г )- 
Неравенство (l) приводит к разумности введения следующего определения.
Последовательность А =  \cin  ^ j  называется интерполяционной в классе , если
для любой последовательности комплексных чисел {Ь }, У1 £= N  , удовлетворяющих условию
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+£+£
Ьп 1
In |ап 1
существует функция F  [/?, ос]
lim sup — -—, _ , ^ р (з)
Г—>оо
со свойством
F ( a n) = b n ’ n ^ N . (4)
Задача (4) в классе [/?, ^  в случае, когда р  >  0  впервые рассматривалась А. Ф. Леонтье­
вым [ l] . Им были найдены критерии ее разрешимости в терминах канонических произведений,
определяемых последовательностью А . Позднее К. Г. Малютин [2], исходя из результатов А. Ф. 
Леонтьва, нашел критерии разрешимости задачи (4) в терминах меры определяемой последователь­
ностью А . В работе [3] рассматривалась задача в классе Е 0 как в терминах канонических произ­
ведений, определяемых последовательностью А , так и в терминах меры, определяемой узлами ин­
терполяции. В настоящей работе мы рассматриваем задачу простой интерполяции в классе Е 0 и 
находим критерии ее разрешимости, отличные от тех, которые были найдены в работе [3].
Мы дополнительно предполагаем, что выполняется неравенство Clj  >  0 . Это упрощает 
доказательство и формулировки некоторых утверждений, однако, не ограничивает общности 
наших рассуждений. По ходу работы мы делаем замечание, что последовательности А и ^ и { о }  
являются одновременно интерполяционными.
Пусть р{т ) -  уточненный порядок [4], lilTI/?(/") =  р  — 0 . Если р  =  0 , то уточненный
Г—>00
порядок называется нулевым уточненным порядком.
По заданной последовательности А и уточненному порядку р ( Г )  определим семейства 
функций
(nA(C (z ,a \ z\ ))-\ )+
ФА(г ,а )  = - I p(i-i)
I 2 1
Приведем формулу Пуассона для субгармонической функции V и круга / i( “ , R ) , на кото­
рую будем ссылаться в нашей работе:
v(z) = —  jv (z  + R e'9’) d ( p - dt  (5)
271 а о t
Здесь juv -  риссовская мера функции V .
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В случае, если f ( z )  -  целая функция, а -  простой корень функции /  , 
№u ( z )  = In
( z  а )
то формула Пуассона (5) для круга V) приобретает вид:
d t -  In i? .
1 I R<-n f ( B ( a , t ) ) - \
In I f(a) |= —  J 1п / ( я  + R e'91) dgy -  J—
2.71 o '  1 0 t
Пусть A = \cin =1 -  произвольная последовательность. Обозначим через
E a (z) = П
п=1
f  \
1 - ^
V а
Функция Е 4(z) называется канонической функцией последовательности А . 
Основным результатом нашей статьи является следующая теорема.
Напомним, мы считаем, что выполняется условие С1^ | >  0 .
Т еорем а 1. Следующие три утверждения эквивалентны:
(1) последовательность А  является интерполяционной в классе Е 0 ;
(2) для любого S  >  0  выполняется соотношение:
1
< °о
«=1 \а„
и каноническая функция Е  4 ( z )  последовательности А  удовлетворяет условию:
1
lim- .
«^°°1п\ап
•1п+1пн
1
К Л о „ ) |
(3) выполняются соотношения (7) и 
(3.1) существует нулевой уточненный порядок /?(/*), такой что
Ф а(=,<х) ^ — Ц "  ■
log—
а
< 0 :
(6)
(7)
(8)
(9 )
П ространство Е 0
Рассмотрим последовательность Е  пространств целых функций, для которых конечна
норма
sup
гее
1\ f ( z ,г
ехр(| z\
.In \<  ОО.
  у   *   ¥   А
Ясно, что Е п С1 если п2>п,. Обозначим через E Q проективный предел пространства Е п -
5fe
Т еорем а 2. Пространства E Q и E Q совпадают.
Д оказательство. Из работы [5] следует, что пространство E Q является локально выпук­
лым пространством с секвенциальной топологией. При этом последовательность функций
{ Ш }  из Eq с х о д и т с я  в  смысле Е 0 если она при любом П Е  N  сходится в пространстве Е п .
Отсюда следует, что последовательность \ j n (z ) }  сходится и в пространстве Eq  . Очевидно, об­
ратное, если последовательность \ j n ( z )} сходится и в пространстве^ , то она сходится и в лю­
бом пространстве Е  а, значит, и в пространстве Eq  
Теорема доказана.
Докажем вспомогательные утверждения.
Теорема 3. Пусть А -  интерполяционная последовательность в пространстве Е 0 . Тогда 
выполняется соотношение (7).
Доказательство. Пусть f  -  целая функция из пространства Eq  ., решающая интерпо­
ляционную задачу: f  (ci] ) = 1 , / { а п ) = 0  при П >  2 . По предположению теоремы такая функ­
ция существует. Запишем формулу (5) для функции Е>(~) =  1п| / '( ~)| и круга В (ci], г )  :
1 2? I Rrn f (B(a,,t))
0 = —  J In / (ал + Re'91 d(p -  J —-------------- d t .
2 Ж о о t
Отсюда получаем, что неравенство
R,n(t) R. n ЛВ(а, ,t))
   dt < K SR S, К е > 0 ,
0 t о t
выполняется при любом фиксированном S  >  0  для всех R > R .
Отсюда следует неравенство:
eRn(t)
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П(R) < j - ^ - d t  < K SR E. (10)
R t
Поскольку последнее неравенство выполняется при любом фиксированном S  >  0 , то из 
него следует соотношение:
 ^= 0 , £ > 0 . (И)
00
Тогда, используя неравенство (ю ) с £  / 2  и соотношение (и), получаем:
“ 1 7 dn(t) xrn(t) 1 TJr 7 dt
E j - j r  =  l - г 2  =  £  л ^ т г  <
"=1 Ип 0 0 0
Теорема доказана.
Теорем а 4 . Пусть А -  интерполяционная последовательность в пространстве Eq  . Тогда 
каноническая функция Е 4( z )  принадлежит пространству Eq .
Д оказательство. Пусть А -  интерполяционная последовательность в пространстве Eq .
E(z) -  его каноническая функция. Из равенства (и) следует, что E{z) -  целая функция. Кроме того, 
справедливо неравенство
00 (  г Л 00 (  гЛ 00 rn(t\
ln | £(z )| < £ln  l-i = j  In 1 + — dn(t) = j — dt,
1 ~  1 * 0 ( t + r ) tVn=1
из которого следует, что Е  е  Е 0 .
Теорема доказана.
Здесь и далее используется обозначение | Z \ =  Г .
V О
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Доказательство импликации l) => 3)
Импликация l) => (7) доказана в теореме 2.
Докажем импликацию l) => (9). Докажем вначале, что
1- 1 1 + ’пг2 (п ( в ( а п ^ ) ) ~ ] ) + j  /лlim sup------In f ——— —dt = 0.
,7^00 I n  r  0 t
(12)
Если это не так, то существуют последовательность Щ Т  °0 при к  —}  со и число £{) > О 
такие, что
1  ,  / у 2 (n(B(an,t ) ) -\ y  .
lim sup----------г In J v — '—d t > s 0, k=i,2 ,...
In a 4-
Дополнительно
° Ч + ,1 > 4 К Д  k = l ’ 2 ’
можно считать,
t
что выполняется
(13)
неравенство
Пусть f(z) -  функция из пространCTBf E q , которая решает интерполяционную задачу 
f  (Рщ ) = 1, к=1,2,..., f(an ) = 0 , если п ф пк . По условию теоремы такая функция существует.
Запишем формулу (5) для функции L?(r) — In | /  ( Г ) | и круга В \ а т - ^ \ а т-
1 2
1 2л
0 = —  fin
2  71 о
/
V
1 ,
a nk + ^ \a nk\e
\
1<р
о t
При t o i l я
I апк 11 ^
nk справедливо неравенство П (В {с1пк,/)) >  п { в {с 1пк,/ ) ) — !. Поэтому
О
1 2л-
  f i n
2л- о
1 ,
a nk + - \ a nk\e
i<p
d(p.
Полученное неравенство, соотношение f  е  / '0 и неравенство (13) в совокупности проти­
воречивы. Тем самым, равенство (12) доказано.
Из равенства (7) следует, что
1 Iау\ ( п ( в ( а „ Л - \ ) + . л 
lim sup— — г In J — —dt = 0.
t=0 ln\a.nk\ ank, 2
Вместе с равенством (12) это дает
1 , + \апМ п ( в ( а пЛ - \ ) + . л 
lim sup— — г In J — — d t =  0.
1пЫ t
(14)
Пусть z -  произвольное комплексное число и a=a(z) -  ближайшая к z точка последователь­
ности \ап }. Обозначим через 11\ множество тех z, для которых выполняется неравенство
i i 1 i iZ — а  \ >  —  Z I. Из условия (7) легко следует, что
2
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1 Г (и(в(г
lim sup ln+J    dt = 0.
«—>00 In Г Q t
:eF\
Поэтому в дальнейшем доказательстве можно считать, что выполняется неравенство
I I ! |  IZ — а  <  — \z\. Далее имеем
Г
<  f
t  \z-a\ t
\+
][(п(В\[а,>м)) - 1 ) Г
и — г  _ а\
-dt= j 4  du <(п (в {а , t  + \ z -  <^1))-1)+
jz-aj t
0 U
Из приведенных рассуждений и равенства (12) теперь следует, что
1 Г
lim  s u p  l n + f   d t  =  0.
,7^ 00 In r  0 t
Отсюда следует, что существует нулевой уточненный порядок р {т ) такой, что
г М в Ь  Л - 1)+
J  v  v  v  — L d t < V(r)  : =  r p(r).
0 t
Сделав замену переменной t =  ОС V в подынтегральном выражении последнего равенства 
и разделив обе части на V ( v )  получим соотношение:
1.Ф  A z , a )  7
f — ----------d a  <  1. (15)
О а
Неравенство (9) следует тогда из цепочки неравенств
1 .Ф A( z , a )  7 \ Ф  A z , а )  , _ , 1
1 > J — — - — - d a > \  — — ------ d a  >  Ф А ( г , 3 ) \ п — .
о  а  § а  8
Импликация l) => 3) доказана.
Доказательство импликации 3) => 2)
Пусть выполняются условия (9) и (7). Для произвольной точки а  €Е А  оценим расстояние 
|ап — а| где Q Е  А  ближайшая точка к а п, из последовательности А . Точнее, оценим
а  =  -Lj— j— Замечая, что ( п ( в ( р  , а  ) ) — 1)+ > 1  и воспользовавшись неравенством (9),
ы
получим
1 ЛЧ / Л 1 1
-  Ф а (.а п’ а п ) -  In •ТЛ/ ч —  “ / —
V ( r n) or
Откуда следует оценка
а „ -  е х р [ -  И Ц , | ) }
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Снова применяя неравенство (9) и полученную оценку для ос , имеем
1
1/2
j  n n a / t )
dt
1 exp
= V (гп){р(гп)Ыгп -  In In 2).
Отсюда следует соотношение (12). Дословно повторяя рассуждения выше, получим спра­
ведливость оценки (15).
Напишем равенство (6) для функции E(z) и круга B(an,R).
In Е \ а п) | = —  J  In\Е(ап + R e '^  dq> _ | (^(g (g»^ )) 0  d t _\nR  
2  71 о о t
(16)
Равенство (16) можно переписать в виде
1 1 2f% 1 , кА п (в (а  t ) ) ~  l )
J i n - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -— d<p+j  ——— - d t  + \nR.  (17)In
\E\an)\ 2 .7 1  0 £ ( t fn + R e t
Далее мы воспользуемся следующей теоремой.
Теорема С. Пусть функция Дг) голоморфна в круге B(o,2eR) (R>o), До)=1 и IJ -  произ- 
вольное положительное чисво, не „ревь,шаЮщее . Тогда внутри круга „о  вне исключи-
тельных кругов с общей суммой радиусов, не превышающей 4 R  TJ, выполняется неравенство
ln|/(z)| > -  2 + In
З е 
2  rj
\ n M ( f ,2 e R ) .
Это теорема и  из [4, Глава I, §8].
Поскольку Е  €Е Е 0 , то для любого числа 8 > О существует ге такое, что при Г > Г8 вы­
полняется неравенство:
ln|ii(r)| <  Г Е .
Из этого неравенства и теоремы С, примененной к функции E{z) и кругу /^(0 ,Зс|б//;|), сле­
дует, что существуют номер N е и число 
выполняться неравенство
1п -
такие, что для всех (р и и > Л/;; будет
1
<  г.:
Выбирая в равенстве (17) R  = R^, получим доказательство импликации (13) —  ^ (12). 
Тем самым импликация 3) => 2) доказана.
Обозначим
Доказательство импликации 2) => l)
1 ъ
f  \ Sn
E \ a n) z - a . п к а п у
n e N , (18)
где  ^- последовательность натуральных чисел, которую мы выберем ниже.
Заметим, что формальный ряд
00
F (z )  = E (z ) J ]P n(z) (19)
п= 1
решает интерполяционную задачу (4).
Покажем, что при подходящем выборе последовательности {S n }н=1 функция F  е  Е 0 . Из
условий (3) и (8) получаем, что существует последовательность \s f l £п 'I' 0 при П —> со такая, 
что при всех П Е N ,
Ь„
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Е  К )
<  е х р ( г ; " ) .
Кроме того, в силу условия (7), можно считать, что сходится ряд
£  е х р ( - / ; ; " ) .
п= 1
Обозначим Uп ( г )  =  ■
а п \ а п J
n e N , и оценим при z  £ С  ( а п , 1 )  :
(20)
(21)
Отсюда, с учетом определения (18) функции Р  ( z )  и (20), получим
<
я ' К )
U , ( z ) |  <  е х р ( г ;1£ " ) -
f  2l-h  e ' '
fV n у
e x p (/ ;;" )
(2 2 )
при Z £ C (t f„  ,1)
П олож и м ^  =  \2r^ n ] +  1 ,  n  E N  где [•] -  целая часть числа. Тогда из (22) получаем
(  21  1 Л e \ z
гV п у
(23)
Пусть N  =  N  ( г )  -  наименьшее целое число, обладающее свойством I Cln I > в 1 F , если
П >  N , Л/й -  фиксированное число такое, что , >  1 .
Функцию /' ( г )  представим в виде суммы:
JV0-1 N -! 00
F ( z )  = а д  £ Р л( z )  + а д  Y ,P „ 0 0  +E(z) J ] p n0 0 = F x( z )  + F 2(z) +  F 3( z ) .
n=1 w=JVq
Рассмотрим слагаемое^, (z ) . Из условия (21) и неравенства (23) следует, что
< С  , где С -  некоторая постоянная.
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Рассмотрим F 2 ( z )  Так как |Cln | >  1 при п  >  N {), то в силу неравенства (23) будет спра­
ведлива оценка
e x p ( - / f  ) ( e r ) 4r" " .
Учитывая полученную оценку, получим, что для любого S  >  0  при V >  R ( g  ) имеет ме­
сто |F2(r)| <  Г £ .
Поскольку в представлении F l ( z )  сумма содержит конечное число слагаемых, то из полу­
ченных оценок следует, что F  (z) е Е 0.
Теорема полностью доказана.
В заключение покажем, что если последовательность А , СЦ >  0 , является интерполяци­
онной в классе Е 0 , то и последовательность А0 = A LJ {О j-также является интерполяционной в 
этом классе. Действительно, рассмотрим интерполяционную задачу (4) для последовательности 
А0. Пусть /  е  Е 0 -  решение интерполяционной задачи (4) для последовательности А . Тогда 
функция
/ ,( * ')  =  / ( ; )  + [б0 - / ( 0 ) ]
Е л ( ° )
принадлежит классу Е 0 и является решением поставленной интерполяционной задачи. Тем са­
мым, ограничение 0 не является существенным.
Замечание. Пространства целых функций [р(г), сг] уточненного порядка Р ( г ) ,  типа 
меньше или равного <7 и пространства целых функций [р (г ) ,  <т] уточненного порядка р ( г ) , ти­
па меньше <7 рассматривались в работах [6], [7], [8]. Интерполяционная задача в классе аналити­
ческих функций нулевого порядка в полуплоскости рассматривалась в работе [9], в работах [ю],
[и], [12] рассматривалась интерполяционная задача в различных классах аналитических функций 
ненулевого порядка в полуплоскости.
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